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TERMS AND HIGHER 

TOPOLOGICAL INDICES 

 

 

Abstract. We find solutions for Yang-

Mills field with two point sources in the 

sector of higher topological indices. 

Mathematically, this is a nonlinear 

problem of elliptic partial differential 

equa-tions with 5—function singular 

source terms and axial symmetry. The 

obtained numerical solutions by 

relaxation methods for field functions 

are presented. We show that the 

screening of the source charges is 

actually present and caused by the 

vector component of the gauge 

potential. The total energies of the 

system are calculated for a range of 

charge magnitudes, and the plot of 

energy versus charge magnitude is 

presented. 

 

I. INTRODUCTION 

Lattice analogues of continuum field 

systems help theorists in finding 

answers to several problems of quantum 

field theory, for which purely analytical 

methods are inad-equate. An interesting 

example is the lattice formulation of 

QCD, from which a variety of results 

have been established (see, for example, 

a recent review [1]). In this approach, 

the functional integrals defining QCD 

correlation functions [2] were evaluated 

numerically by Monte Carlo technique. 

Another problem-solving strategy in 

field theory is to first make analytic 

approximations, which replace the field 

theoretical problem by a classical 

KỲ DỊ VÀ CHỈ SỐ TÔ PÔ CAO 

 

 

 

Chúng tôi tìm nghiệm của trƣờng Yang-

Mills với hai nguồn điểm trong sector 

có chỉ số tôpô cao. Về mặt toán học, đây 

là một bài toán phi tuyến, phƣơng trình 

đạo hàm riêng elip có các số hạng 

nguồn kỳ dị hàm 𝛿 và đối xứng trục. 

Nghiệm số thu đƣợc bằng các phƣơng 

pháp lặp đối với các hàm trƣờng đƣợc 

trình bày.  Chúng tôi chứng minh rằng 

có sự screening (sự che chắn, sự làm tắt 

dần trƣờng điện do sự hiện diện của các 

hạt tải điện linh động) các điện tích 

nguồn và nguyên nhân là do thành phần 

vector của thế chuẩn. Tổng năng lƣợng 

của hệ đƣợc tính trong một khoảng giá 

trị điện tích và chúng tôi cũng trình bày 

đồ thị năng lƣợng theo độ lớn điện tích. 

 

 

I.GIỚI THIỆU 

Sự giống nhau về lƣới của các hệ trƣờng 

liên tục giúp các nhà lý thuyết có thể 

giải quyết đƣợc một số bài toán trong lý 

thuyết trƣờng lƣợng tử mà dùng các 

phƣơng pháp giải tích thuần túy không 

thể giải đƣợc. Ví dụ thú vị là việc xây 

dựng lƣới của QCD, từ đó đã xây dựng 

đƣợc nhiều kết quả (chẳng hạn xem bài 

báo tổng quan [1]). Trong cách tiếp cận 

này, các hàm tích phân định nghĩa các 

hàm tƣơng quan QCD  [2] đƣợc tính 

toán số bằng kỹ thuật Monte Carlo. Một 

chiến lƣợc giải toán khác trong lý thuyết 

trƣờng là trƣớc hết thực hiện tính toán 

gần đúng bằng phƣơng pháp giải tích, 

thay thế bài toán lý thuyết trƣờng bằng 



variational problem, leading to a system 

of partial differential equations which 

are then solved numerically [3]. 

For non-Abelian gauge theories some 

interesting solutions, like the Wu-Yang 

mono-pole [4], non-Abelian plane wave 

[5], ’t Hooft-Polyakov monopole [6], 

[7], instanton [8], meron [9] solutions 

have been discovered analytically. 

However, such solutions concern to 

ansatz that has such high symmetries, as 

spherically symmetrical or one-

dimensional. For solutions with lower 

symmetries, namely, axially 

symmetrical multimonopole [10], 

monopole-antimonopole [11], vortex 

ring [12] solutions of the Yang-Mills-

Higgs equations, field equations are 

reduced to more complicated systems of 

partial differential equations, and the 

solutions have been found numerically. 

Apart from sourceless Yang-Mills 

equations and the Yang-Mills-Higgs 

system, the interest has been paid also 

to the system of an Yang-Mills gauge 

field coupled to an external source, 

knowledge about which can be useful in 

several respects [13], [14], [15], [16]. 

[17], [18]. First, it has important 

Abelian counterpart in electrodynamics 

to bring into comparison. Secondly, one 

may think it as a classical model of a 

heavy color quark and its color field. 

One of interesting phenomena for this 

system is the instability which is related 

to color screening and may be regarded 

as a model for color confinement in 

non-Abelian gauge theories [13]. 

The aim of the present work is to set up 

a lattice version for the system of Yang-

bài toán biến phân cổ điển, rút ra 

phƣơng trình đạo hàm riêng sau đó giải 

bằng phƣơng pháp số [3]. 

Đối với lý thuyết chuẩn phi Abel, một 

số nghiệm lý thú, chẳng hạn nhƣ các 

nghiệm đơn cực Wu-Yang [4], sóng 

phẳng  phi Abel [5], đơn cực ’t Hooft-

Polyakov [6], [7], instanton [8], meron 

[9] đã đƣợc nghiên cứu bằng phƣơng 

pháp giải tích. Tuy nhiên, những 

nghiệm nhƣ thế liên quan đến ansatz có 

tính đối xứng cao chẳng hạn nhƣ đối 

xứng cầu hoặc một chiều. Đối với các 

nghiệm có tính đối xứng thấp, cụ thể là 

các nghiệm đa đơn  cực đối xứng trục 

[10], đơn cực-phản đơn cực [11],  vòng 

xoáy [12] của các phƣơng trình Yang-

Mills-Higgs, các phƣơng trình trƣờng 

chuyển thành các hệ phƣơng trình đạo 

hàm riêng phức tạp, và phải dùng các 

phƣơng pháp số để tìm nghiệm. Ngoài 

các phƣơng trình Yang-Mills và hệ 

Yang-Mills-Higgs không nguồn, các 

nhà nghiên cứu cũng quan tâm đến hệ 

trƣờng chuẩn Yang-Mills liên kết với 

nguồn ngoài, vì hiểu về những vấn đề 

này có thể hữu ích ở một số khía cạnh 

[13], [14], [15], [16]. [17], [18]. Trƣớc 

hết, nó là một bài toán Abel quan trọng 

trong điện động lực học để so sánh. Thứ 

hai, chúng ta có thể xem nó là một mô 

hình cổ điển của quark màu nặng và 

trƣờng màu của nó. Một trong những 

hiện tƣợng lý thú của hệ này là sự 

không ổn định liên quan đến sự che 

chắn màu và có thể đƣợc xem là mô 

hình giam cầm màu trong lý thuyết 

chuẩn phi Abel [13].  

Mục tiêu của công trình này là xây dựng 

một phiên bản lƣới của hệ trƣờng Yang-



Mills field in the presence of two point 

sources carrying non-Abelian color 

charge. The features of the problem are 

(i) the system possesses axial symmetry; 

(ii) the source term in field equation is 

(5-function) point-like singular; (iii) we 

find the solution that belong to the 

sectors of higher topological indices. It 

has been known that for the system of 

Yang-Mills field with external sources, 

solutions have non-trivial topological 

structure and can be classified by the 

index of mapping from coordinate space 

to the unit sphere in the SU(2) isospace 

of the external charge [19], [20], [21], 

[22]. In Sec. II we resume the equations, 

the boundary conditions and the ansatz 

for the gauge potentials. Then the 

computational lattice is described in 

Sec. III. The obtained solutions are 

plotted and shown in Sec. IV, and some 

discussion about our results is given in 

Sec. V, Conclusion. 

II. FIELD EQUATIONS AND 

AXISYMMETRICAL ANSATZ 

The SU(2) Yang-Mills equations in the 

presence of an external current j are 

(D^F^v ) = jV, (1) 

F;“v = d;AV - dva; + geabcAb;ACv,

 (2) 

where g is the gauge field coupling 

constant. Latin and Greek indices run 

from 1 to 3 and from 0 to 3, 

respectively. Making the conventional 

rescaling of the gauge potentials by the 

coupling constant g, in Eq. (2) one can 

set g = 1. The space-time is flat, and we 

use the metric which is determined by 

goo = — gu = 1. 

We consider the static external source 

Mills khi có hai điểm nguồn mang sắc 

tích phi Abel. Những đặc trƣng của bài 

toán này là (i) hệ có tính đối xứng trục; 

(ii) số hạng nguồn trong phƣơng trình 

trƣờng là kỳ dị dạng điểm (hàm…); 

(iii)chúng ta tìm nghiệm thuộc các 

sector có chỉ số tô pô cao. Nhƣ chúng ta 

đã biết, đối với hệ trƣờng Yang-Mills có 

các nguồn ngoài, các nghiệm có cấu 

trúc tô pô không tầm thƣờng và có thể 

phân loại thông qua chỉ số của ánh xạ từ 

không gian tọa độ sang hình cầu đơn vị 

trong đẳng không gian SU(2) của điện 

tích ngoài [19], [20], [21], [22].  Trong 

phần II chúng ta sẽ ôn lại vài vấn đề về 

các phƣơng trình, các điều kiện biên và 

ansatz cho các thế chuẩn. Sau đó sẽ mô 

tả lƣới tính toán trong phần III. Nghiệm 

thu đƣợc sẽ đƣợc vẽ đồ thị và đƣợc biểu 

diễn ở Phần IV, và thảo luận về kết quả 

trong Phần V, Kết luận. 

 

 

II.CÁC PHƢƠNG TRÌNH TRƢỜNG 

VÀ ANSATZ ĐỐI XỨNG TRỤC 

Các phƣơng trình Yang-Mills SU (2) 

khi có dòng ngoài j là 

 

 

 

Trong đó g là hằng số ghép trƣờng 

chuẩn. Các chỉ số Latin và Hy Lạp 

tƣơng ứng chạy từ 1 đến 3 và từ 0 đến 3. 

Lấy lại tỷ lệ của các thế chuẩn bằng 

hằng số ghép g trong Pt (2), chúng ta có 

thể đặt g=1. Không thời gian phẳng, và 

chúng ta dùng metric đƣợc xác định 

bởi….. 

 

Chúng ta xét nguồn ngoài tĩnh có dạng 



that has the following form 

where a!, a2 are the position vectors of 

positive and negative color charges, 

respectively. Working in cylindrical 

coordinates p, z, 0, in which two point 

charges are located symmet-rically on 

the z axis, we have a\ = {p = 0,0 = 0, z = 

a};a2 = {p = 0,0 = 0, z = —a}, then the 

system of gauge field and external 

source possesses axial symmetry about 

z axis. 

An interesting axial-symmetric ansatz 

for the Yang-Mills potentials has been 

found in Refs. [15], [21], and has also 

been used in Ref. [22]. It is given by 

(4a) 

where 

 (4b) 

Here eV are the unit vectors giving the 

orientations of sources in the isospin 

(target) space of gauge fields, and the 

number n in Eq. (4b) is the winding 

number, i. e. the number of times the 

circle spanned by the vector eV is 

covered, when the azimuth 0 sweeps 

one  round from 0 to 2n. One uses n as 

an index (topological index) which 

labels classes of solutions. 

The Lagrange functional, from which 

equations of motion (1) are derived, 

after the substitution of ansatz (4), takes 

the following form 

where we have integrated out the 5-

function in the source terms [two last 

terms in Eq. (5)]. The problem is to find 

the profile functions $n(p, z) and An(p, 

z) that minimize functional (5) and 

belong to the class with the topological 

index n. The boundary conditions for 

both $n(p, z) and An(p, z) are 0 at 

nhƣ sau 

Trong đó….lần lƣợt là các vector vị trí 

của các sắc tích dƣơng và âm. Phân tích 

trong hệ tọa độ trụ …….., trong đó hai 

điện tích điểm nằm đối xứng qua trục z, 

chúng ta có …………………, thế thì hệ 

trƣờng chuẩn và nguồn ngoài có tính đối 

xứng trục quanh trục z. 

 

 

 

Một ansatz đối xứng trục lý thú cho các 

thế Yang-Mills đã đƣợc rút ra trong 

TLTK [15], [21], và cũng đƣợc sử dụng 

trong TLTK [22]. Nó có dạng 

(4a) 

Trong đó (4b) 

 

Ở đây…là các vector đơn vị chỉ sự định 

hƣớng cra các nguồn trong không gian 

đẳng spin (bia) của các trƣờng chuẩn, và 

số n trong Pt.(4b) là số uốn cong, tức là 

số lần vòng tròn mở rộng bởi vector 

….đƣợc bao phủ, khi azimuth quét một 

vòng từ …đến…..Ngƣời ta dùng n làm 

chỉ số (số tô pô) để đặt tên cho các lớp 

nghiệm. 

 

Hàm Lagrange (các phƣơng trình 

chuyển động đƣợc rút ra từ hàm này) 

sau khi thế ansatz (4) có dạng nhƣ sau 

 

ở đây chúng ta đã lấy tích phần hàm 

….trong các số hạng nguồn [hai số hạng 

cuối cùng trong Pt.(5). Vấn đề là tìm 

các hàm profile $n(p, z) và An(p, z) tối 

thiểu hóa hàm…và thuộc lớp có chỉ số 

tô pô n. Các điều kiện biên đối 

với…và….bằng không tại vô cùng. 

 



infinity. 

III. DISCRETIZATION OF THE 

CONTINUUM PROBLEM 

Introducing the computational lattice 

pi = i.Ap, i = 0,1,2,..., zj = j.Az, j = ... — 

2, -1, 0,1, 2,..., the discrete form of L 

from (5) is written as follows 

 (in our setting the sources lie at nodes 

of the computational lattice a = N.Az, N 

is integer). 

Differentiating Eq. (6) with respect to 

($n)ij and (An)ij- gives the discrete 

form of field equations, 

Eqs. (7a) and (7b) then give us a set of 

linear equations in unknown variables 

($n)i j , (An)i j which are solved by 

iterative method. The results of solving 

are given in the next Section. 

IV. SOLUTION FOR FIELD 

FUNCTIONS AND ENERGY 

Fig. 1. Graph for $2(p, z) magnified 

vertically by a factor of 10 

We show several obtained numerical 

solutions for the profile functions of 

Yang-Mills field $n(p, z) and An(p, z) 

belonging to the solution classes with 

topological index n = 2. Figures 1 and 2 

give values of $2 and A2 (plotted 

vertically) on a plan passing through the 

axis of rotation (about p axis) with the 

chosen value Q = 5. The lengths on p 

and z axes are in units of a. 

The graph of field energy H versus non-

Abelian charge Q for the mention 

solutions is given in Fig.5. The field 

energy is calculated by the following 

equation, where the static potential 

energy Vstatic is determined by 

extremizing the Lagrangian functional 

with respect to the function $n(p, z), 

 

III.RỜI RẠC HÓA BÀI TOÁN LIÊN 

TỤC 

Đƣa vào lƣới tính toán ……..dạng rời 

rạc của L từ (5) đƣợc viết nhƣ sau 

 

 

(trong nghiên cứu của chúng ta, các 

nguồn nằm ở các nút của mạng tính toán 

….., N là số nguyên). 

Lấy vi phân Pt (6) theo….và….cho ta 

dạng rời rạc của các phƣơng trình 

trƣờng 

Thế thì, các phƣơng trình (7a) và (7b) 

cho chúng ta tập hợp các phƣơng trình 

tuyến tính với các nghiệm là…..sẽ đƣợc 

tìm bằng phƣơng pháp lặp. Kết quả giải 

sẽ đƣợc trình bày trong phần tiếp theo. 

IV.NGHIỆM ĐỐI VỚI CÁC HÀM 

TRƢỜNG VÀ NĂNG LƢỢNG 

H.1 Đồ thị của ….đƣợc phóng đại theo 

phƣơng thẳng đứng 10 lần 

Chúng ta thấy một vài nghiệm số thu 

đƣợc đối với các hàm profile của trƣờng 

Yang-Mills ….và….thuộc các lớp 

nghiệm có chỉ số tô pô n=2. Hình 1 và 2 

cho giá trị của …và….(đƣợc vẽ theo 

phƣơng thẳng đứng) trên mặt phẳng qua 

trục quay (quanh trục p) với giá trị đƣợc 

chọn Q=5.  Độ dài trên các trục p và z 

tính theo đơn vị a. 

 

Đồ thị năng lƣợng trƣờng H theo điện 

tích phi Abel Q đối với các nghiệm đã 

đề cập đƣợc biểu diễn trong H.5. Năng 

lƣợng trƣờng đƣợc tính bằng phƣơng 

trình sau đây, trong đó năng lƣợng thế 

tĩnh  Vstatic đƣợc xác định bằng cách 

cho hàm  Lagrangian đối với hàm…cực 

trị 



An(p, z). 

H = Vstatic = &Xt^n ,An L An) ,

 (8) 

For comparison, we plot H(Q) for the 

Coulomb solution (the solution $c(p, z) 

of the  

Fig. 2. Graph for A2(p, z) magnified 

vertically by a factor of 10 

equation A$ = — jo). It is seen in Fig. 3 

that at all Q values the energy for our 

solution is lower than that for the 

Coulomb solution, and as Q increases, 

the difference is more significant. In the 

graph, energy H is measured in units of 

Ho, the energy of the Coulomb solution 

(Ho = Q2/8na). 

Fig. 3. Graph of field energy H vs Q, (n 

= 2) 

V. CONCLUSION 

We have successfully set up a lattice 

version of the Yang-Mills field coupled 

to an external static source density. The 

source term has singularity of delta-

function form and non-trivial 

topological structure. The obtained 

solutions manifest explicitly screening 

characterization: The spreading area of 

the field profiles is very small. Apart 

from the solutions for topological index 

n = 2, as shown in the text, we have also 

obtained the solutions for n = 3, 4 (not 

shown here), and have observed that for 

higher n, the effect of screening is 

stronger. 

In summary, by direct calculation we 

have found the explicit solutions for the 

Yang- Mills field coupled to a pair of 

particle-antiparticle carrying color 

charge. The solutions may be useful for 

several problems of non-Abelian gauge 

 

 

 

Để so sánh,chúng ta vẽ đồ thị H(Q) đối 

với nghiệm Coulomb (nghiệm….của 

 

H.2 Đồ thị của ….đƣợc phóng đại theo 

phƣơng thẳng đứng 10 lần 

Phƣơng trình……Từ H.3 chúng ta thấy 

rằng tại tất cả các giá trị Q, năng lƣợng 

ứng với nghiệm của chúng ta thấp hơn 

đối với nghiệm Coulomb, và khi Q tăng, 

độ chênh lệch tăng nhiều hơn. Trong đồ 

thị, năng lƣợng H đƣợc đo theo đơn vị 

Ho, năng lƣợng của nghiệm Coulomb 

….. 

H.3.Đồ thị của năng lƣợng trƣờng 

…theo…. 

V.KẾT LUẬN 

Chúng tôi đã thành công trong việc xây 

dựng phiên bản lƣới của trƣờng  Yang-

Mills liên kết với mật độ nguồn tĩnh bên 

ngoài. Số hạng nguồn có dạng kỳ dị 

hàm delta và cấu trúc tô pô không tầm 

thƣờng.  Các nghiệm thu đƣợc cho thấy 

đặc tính characterization: Khu vực phân 

bố của các profile trƣờng rất nhỏ. Ngoài 

các nghiệm ứng với chỉ số tô pô n=2 

nhƣ trình bày trong tài liệu, chúng tôi 

cũng thu đƣợc các nghiệm ứng với n = 

3, 4 (không đƣợc trình bày ở đây), và 

thấy rằng khi n càng cao, hiệu ứng che 

chắn càng mạnh hơn. 

 

Tóm lại, thông qua tính toán trực tiếp, 

chúng tôi đã tìm đƣợc các nghiệm tƣờng 

minh của trƣờng Yang- Mills liên kết 

với cặp hạt-phản hạt mang sắc tích. 

Nghiệm có thể hữu dụng cho một số bài 

toán trong lý thuyết trƣờng chuẩn phi 



field theories. We have also 

demonstrated that there exists actually 

the screening of color charges in the 

considered system, a way to understand 

the confinement of color charges. 

 

Abel. Chúng tôi cũng chứng minh rằng 

thực sự tồn tại hiệu ứng che chắn sắc 

tích trong hệ cô đặc, một cách để hiểu 

sự giam cầm các sắc tích. 

 

 


